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0. Einleitung

Es seien W ein reduzierter komplexer Raum und X ein durch die kohérente
Idealgarbe .# gegebener abgeschlossener komplexer Unterraum von W. Die
komplexen Riume X": = (| X, Oy/S" *1,x)- die sogenannten n-ten infinitesimalen
Umgebungen von X in W, stimmen als topologische Raume mit X (= X0) tiberein,
ihre Strukturgarben tragen jedoch fiir groBer werdendes n immer mehr Informa-
tionen iiber die Umgebungsstruktur von X in W. Unter der formalen Umgebung
von X in W versteht man den lokal-geringten Raum X ®: = (X, im O |#" " | x)).
Man sagt nun, es gelte das formale Prinzip, wenn die formale Umgebung bereits
die Umgebungsstruktur von X in W festlegt, wenn also gilt: Sind W’ und X’ wie
oben und ¢®: X®—X’* ein formaler Isomorphismus (vgl. 1.6), d.h. eine Familie
(¢": X"—X"™) biholomorpher Abbildungen, die mit den natiirlichen Inklusionen
X", X" und X" ¢, X™(m > n) kommutieren, so ldBt sich ¢ zu einem Isomorphis-
mus von Umgebungen von X bzw. X’ fortsetzen.

Das formale Prinzip gilt nun nicht immer, wie ein Beispiel von Arnol’d [1]
zeigt: Es gibt 2-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten W und darin ellipti-
sche Kurven X mit topologisch trivialem Normalenbiindel N, fiir die der
Umgebungskeim von X in W nicht isomorph zum Umgebungskeim des Null-
schnitts O in N ist, obwohl eine formale Aquivalenz X © = O* besteht. Man konnte
jedoch die Giiltigkeit des formalen Prinzips unter gewissen Positivitits- bzw.
Negativititsbedingungen an das Normalenbiindel nachweisen, Fiir kompakte
Untermannigfaltigkeiten mit negativem Normalenbiindel zeigte Grauert [11]
1962 die Giiltigkeit des formalen Prinzips; hier folgt die Existenz einer Umge-
bungsiquivalenz schon aus einer hinreichend hohen n-Aquivalenz. Dieses Ergeb-
nis wurde dann von Hironaka u. Rossi [19] und spiter von Krasnov [25] und
Kosarew [24] verallgemeinert. Unter einer relativ starken Positivitdtsvorausset-
zung bewies Griffiths [14] im glatten Fall bei dim X = 3 die Giiltigkeit des formalen
Prinzips. Ein schirferes Ergebnis erhielt Gieseker [9] in der algebraischen
Geometrie unter Verwendung einer Arbeit von Hartshorne [16]. Die allgemein-
sten Resultate im positiven Fall stammen aus dem Jahr 1981, und zwar von
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Commichau u. Grauert [ 5], die an das Normalenbiindel die (schwache) Forderung
der 1-Positivitit stellen, sowie von Hirschowitz [20] (sieche unten). Wéhrend
Commichau und Grauert mit Potenzreihen arbeiten, benutzt Hirschowitz wesent-
lich den Douadyraum und den Artinschen Approximationssatz. Der Artinsche
Approximationssatz (Artin [2]) gewdhrleistet die lokale Giiltigkeit des formalen
Prinzips in folgendem Sinne: Ist ¢ : X *— X’* ein formaler Isomorphismus wie
oben, so gibt es zu jedem x € X und zu jedem n e N, eine Umgebung U(x) C W und
eine darauf definierte biholomorphe Abbildung, dic ¢" in U(x) hinein fortsetzt.
Zur Formulierung des Hauptresultats der vorliegenden Arbeit miissen zu-
nichst einige Notationen bereitgestellt werden (die genauen Definitionen folgen in
Abschn. 4, zu Raumkeimen siehe 1.2): Ist B ein kompakter komplexer Unterraum
von W, so bezeichnet B den zugehorigen Punkt im Douadyraum D(W). E ist ein
abgeschlossener Unterraum von D(W), der mengentheoretisch genau aus den
Punkten B besteht, fiir die B und X nicht-leeren Durchschnitt besitzen.
Uzo E x W bezeichnet die universelle Familie Giber E, {iber einem Punkt Be E
liegt also gerade B, und II: Ug—W wird von der Projektion auf W induziert.
Hauptergebnis der oben zitierten Arbeit von Hirschowitz [20] ist das folgende

Theorem. Seien W eine komplexe Mannigfaltigkeit und X eine kompakte komplexe
Untermannigfaltigkeit von W. Ist Iz:(Ug, {X}xX)—>(W,X) eine surjektive
Keimabbildung, d. h. ist das Bild jeder Umgebung von {X} x X in U eine Umgebung
von X in W, so gilt fiir X in W das formale Prinzip.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist der Beweis des Hauptsatzes 5.1, der dieses
Resultat im wesentlichen auf den singuldren Fall verallgemeinert:

Hauptsatz. Seien W ein reduzierter komplexer Raum und X ein reduzierter
abgeschlossener komplexer Unterraum von W. Zu jedem Punkt x € X gebe es einen
kompakten komplexen Unterraum A von W mit x € |A|C|X|, so dap gilt:

(1) Im Raumkeim (E, {A}) gibt es eine dichte Menge M, so daf3 fiir alle Be M
gilt: B ist reduziert, und jede irreduzible Komponente von B schneidet X.

Q) Hz: (Ug {(4, X))~ (W, {x}) ist eine surjektive Keimabbildung, d. h. das
Bild jeder Umgebung von {(4,x)} in Ug ist eine Umgebung von x in W.

Dann gilt fiir X in W das formale Prinzip.

Zu den etwas technisch anmutenden Voraussetzungen noch zwei Erlduterun-
gen: Die Bedingung (1) ist z. B. dann erfiillt, wenn A reduziert und irreduzibel ist,
und Eigenschaft (2) bedeutet gerade, daB die Vereinigung der Rdume aus einer
beliebig kleinen Umgebung von 4 in E eine Umgebung von x in W bildet.

Fiir den Beweis des Hauptsatzes muB3 zunéchst ein Konvergenzlemma aus
[20] auf den singuldren Fall verallgemeinert werden. Man kann dann die beiden
entscheidenden Beweise [20, 3.7, 4.1] zwar nicht direkt iibernehmen, doch auf die
obige Situation iibertragen. Neben dem Verzicht auf die Glattheit von X und W
sowie auf die Kompaktheit von X ergeben sich im Vergleich zu [20] neue
Anwendungsméglichkeiten auch dadurch, daB man anstelle von Deformationen
von X Deformationen kompakter komplexer Unterrdume A einer infinitesimalen
Umgebung X* betrachten kann. Zum Beispiel kann es auftreten, daB sich eine
kompakte komplexe Mannigfaltigkeit X nicht deformieren 14Bt, wohl aber eine
geniigend hohe infinitesimale Umgebung —ein Beispiel ist der Nullschnitt in einem
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amplen Geradenbiindel ohne globale Schnitte — oder echte Unterrdume von X,
wie im folgenden Fall: Uber dem Produkt X =IP, x IP, mit Projektionen p;, p;
betrachte man fiir a, b>0 das Geradenbiindel L: = p}(Up,(@)) Qo p3(Op,(—D)).
Der Nullschnitt X 14Bt sich zwar nicht in L deformieren, ist aber in geeignete
Unterridume P, x {p} gefasert. (L ist {ibrigens ein im Sinne von [5] 1-positives
Geradenbiindel, das nicht ample ist.)

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert: Abschnitt 1 dient der Einfiih-
rung von Notationen und grundlegenden Definitionen. In Abschn. 2 wird das
Konvergenzlemma 2.5 bewiesen, das Hirschowitz’ Lemma 3.5 auf den singuldren
Fall verallgemeinert. Abschnitt 3 erldutert die dem Beweis des Hauptsatzes
zugrundeliegenden Ideen. In Abschn. 4 werden die benétigten Modulrdume und
Definitionen (Douadyraum, E, Fahnenraum etc.) bereitgestellt und die Riume
H(n) konstruiert (Satz4.7). Sie spiclen eine zentrale Rolle im Beweis des
Hauptsatzes, dessen Durchfithrung in Abschn. 5 erfolgt.

1. Vorbereitungen

1.1. Notationen. Wir bezeichnen komplexe Rdume mit X =(|X|, Ox) usw.; fiir die
ciner holomorphen Abbildung f=(|f], f) zugrundeliegende stetige Abbildung | f|
schreiben wir der Einfachheit halber f. Der zu einem Punkt x€ X gehorende
reduzierte komplexe Raum wird mit {x} bezeichnet. “4 ¢, X™ bedeute stets, dall 4
ein abgeschlossener komplexer Unterraum von X ist. In Diagrammen kennzeich-
nen durchgezogene Pfeile holomorphe, d. h. konvergente, und gestrichelte Pfeile
formale Abbildungen.

Fird,o X, 4,6 X seiA;nA,der analytische Durchschnitt beider Raume. Ist
. f:X—Yeine holomorphe Abbildung und Bo Yein Unterraum, so sei / ~'(B) das
' analytische Urbild von B unter f. Ist f eigentlich, dann bezeichne f(X) das
Remmert-Bild (vgl. [7, 1.18]): Es wird durch die kohirente Idealgarbe
Her(f 2 Oy— f,(0y)) gegeben und stimmt mengenmiBig mit f(|X|) diberein. f(X)
ist der kleinste abgeschlossene Unterraum von Y, iiber den f faktorisiert. — Ist
it A<, X ein abgeschlossener Unterraum, so schreiben wir statt (f oi)(4) kurz

f(A).

1.2. Raumkeime. Wir versehen die Menge der Paare <X, 4) komplexer Riume,
wobei A abgeschlossener komplexer Unterraum von X ist, mit folgender
Aquivalenzrelation: Zwei Paare (X, A> und (X', A’) scien dquivalent, wenn
A= A’ist und X und X’ in einer Umgebung von 4 libereinstimmen. Diezu{X, 4>
gehorende Aquivalenzklasse heilt Raumkeim von X ldngs A und wird mit (X, 4)
bezeichnet. Entsprechend ist ein Morphismus von Raumkeimen (kurz: eine
Keimabbildung) f: (X, A)—(Y, B) der Keim (ldngs A) einer holomorphen Abbil-
dung f: XY, deren Einschrinkung auf A iiber B faktorisiert. Zwei holomorphe
Abbildungen f;: X — Y induzieren also genau dann dieselbe Keimabbildung, wenn
es eine Umgebung U von 4 in X gibt, in der f; und f, iibercinstimmen. Man
beachte, daB jeder komplexe Raum Y vermoge (Y, Y) auch ein Raumkeim ist;
insbesondere ist klar, was unter einem Morphismus (X, 4)—Y zu verstehen ist.
Wir sagen, fir den Raumkeim (X, 4) gelte eine Eigenschaft (¥), wenn es eine
(beliebig kleine) Umgebung U(A) in X gibt, fiir die () gilt. Wenn tber die
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betreffenden abgeschlossenen Unterrdume kein Zweifel bestehen kann, schreiben
wir fiir eine Keimabbildung f:(X, 4)—(Y, B) manchmal der Ubersichtlichkeit
halber f: X Y.

1.3. Definitionen. Eine holomorphe Abbildung f: X — Y heiBt fast iiberall injektiv,
wenn die Menge {x € X: es gibt eine Umgebung U(x)C X, so daB f/, injektiv ist}
dicht in X liegt. Figenschaften wie diese lassen sich auf Keimabbildungen
iibertragen. Insbesondere heilit eine Keimabbildung f: (X, A)—(Y, B) eigentlich,
wenn es beliebig kleine eigentliche Reprasentanten fiir f gibt, und surjektiv, wenn
f(A])=|B| und das Bild einer jeden Umgebung von A4 in X eine Umgebung von B
in Y ist [20].

1.4. Definition. Eine Keimabbildung f: (X, A)—(Y, B) heil3t sub-eigentlich, wenn
es fiir jede Keimabbildung y: (€, 0)—(Y, B) cin kommutatives Diagramm von
Keimabbildungen

A

-
(c,0) — (X, A)
Jig f
Y
(C, 0) * (Y,B)

gibt, wobei II eigentlich (und damit endlich) ist [20].

1.5. Bemerkungen. 1) Die Komposition sub-eigentlicher Keimabbildungen ist
sub-eigentlich. ‘

2) Ist f:(X, A)-(Y, B) sub-eigentlich und g:(Z, C)—>(Y, B) eine beliebige
Keimabbildung, so ist die durch Basiswechsel entstehende Keimabbildung

fZ:(X>Y<Z, Ax c>—>(z, 0)

ebenfalls sub-eigentlich. :
3) Jede surjektive Keimabbildung ist sub-eigentlich [20, Proposition 3.3].

1.6. Formale Abbildungen. Sei (X, A) ein Raumkeim und 4 in X durch die
kohirente Idealgarbe # gegeben. Dann heiBt, fiir ne N,, der komplexe Raum
A":=(|A], Ox/F"" | 4) die n-te infinitesimale Umgebung von A4 in X; A° ist also
gerade A selbst. Der lokal-geringte Raum A®:=(|A|, imOy/s"*"| ) heiBt
formale Umgebung von 4 in X [4]. Unter einer formalen Abbildung
f (X, A)--> (Y, B) von Raumkeimen verstehen wir eine Familie (f": A" B"),.x,
holomorpher Abbildungen, die mit den natiirlichen Einbettungen i,: A"c, A" 1
und j,: B"c, B"* ! vertréglich sind, d. h. fiir die gilt: f"* ! oi,=j,o f*fiirallene N,,.
Eine formale Abbildung ist also ein Morphismus lokal-geringter Riume f*: A®
— B®, der sich zu einer holomorphen Abbildung f°: 4— Beinschrinken l48t. Jede
Keimabbildung f: (X, A)—(Y, B) induziert eine formale Abbildung. Fine formale
Abbildung hei3t konvergent, wenn sie von einer Keimabbildung induziert wird.
f:(X,A)--»(Y,B) ist genau dann ein formaler Isomorphismus, wenn alle f™
biholomorph sind oder, anders ausgedriickt, wenn es eine formale Abbildung
g:(Y,B)-->(X, A) gibt, so daB go f und f o g von idy bzw. id, induziert werden.
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Fine Zusammenstellung der in dieser Arbeit verwendeten Modulrdaume sowie
die Definition des Raumes E aus dem Hauptsatz findet man am Anfang von
Abschn. 4.

2. Ein Konvergenzlemma

In diesem Abschnitt wird das fiir den Hauptsatz erforderliche Konvergenzlemma
2.5 bewiesen.
Zunichst bendtigen wir folgenden

2.1. Vergleichssatz (Grauert). Seien n:X—Y eine eigentliche holomorphe Abbil-
dung komplexer Riume, # C Uy eine kohdirente Idealgarbe und B<, Y der dadurch
gegebene komplexe Unterraum; B sei kompakt. Das analytische Urbild A:=n" YB)
von B werde durch die Idealgarbe ¢ gegeben. Ist nun >0 eine ganze Zahl und &
eine kohdrente Ox-Modulgarbe, so gibt es eine Funktion F: NN mit
lim F(k)= o0, so daf3 fir alle k=0 gilt:

k—+ oo

(*) IR (J* F) R (F)) C IO - (R (F)).

Dabei sei R, (f*- F)—>Rn(F) die von der Inklusion #*-F—F induzierte
Abbildung.

Beweis. Der Grauertsche Vergleichssatz [ 10, S. 59, Hauptsatz IT] ist urspriinglich
fiir den Fall formuliert, wo B ein (reduzierter) Punkt ist. Das bedeutet aber keine
wesentliche Einschrinkung: Sei y e B ein beliebiger Punkt. Nachdem man eine
Umgebung von y in Y so in einen €” eingebettet hat, daB B (lokal um y) der
analytische Durchschnitt von Y mit einem Raum T:={t;=...=t,= 0} (m=<n)ist,
kann man den Beweis des Vergleichssatzes wortlich aus [23, S. 170f] iibernehmen.
Die so erhaltene Inklusion (¥) fiir Halme tibertragt sich aufgrund der ¢/y-Kohérenz
der betrachteten Garben (Bildgarbensatz) auf Umgebungen. Die globale Aussage
folgt aus der Kompaktheit von B.

2.2. Korollar. Seien n:X—Y eigentlich und holomorph, % :Oy—7,(Oy) injektiv,
B, Y ein kompakter Unterraum und A das analytische Urbild von B unter m. Dann
gibt es ein nye N und eine Funktion F:IN—-N mit lim F(k)=o00, so dap fiir alle
n2ng gilt: . k= ' .

Bf" ¢, (A" B".

Beweis. Die rechte Inklusion folgt sofort aus den Eigenschaften des analytischen
Urbilds bzw. des Remmert-Bildes: Fiir jede holomorphe Abbildung = gilt =~ '(B")
=(n~Y(B))" und fiir jede eigentliche holomorphe Abbildung n(n ™ Y(B))o B. Seien
J C Oy bzw. ¢ C Oy die Idealgarben von B bzw. 4; die Idealgarbe von (4" ') ist
dann 7~ Y(m,(#"). Zum Beweis der linken Inklusion ist die Existenz einer
Funktion F mit lim F(k)=o00 und

k— o0 :

(m (FHNOx)C FF® fiir hinreichend grofie n

zu zeigen; dabei wird Oy vermoge # als in 7,(0y) liegend aufgefalit. Der
Vergleichssatz 2.1 liefert eine monoton wachsende und unbeschrankte Funktion
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F, mit
(I CIFD . (Oy) firalle n=x1,

somit
n*(j")m(ﬁycf“(”) T (O )NOy .

Die Existenz einer Funktion F,:N—N mit lim F,(k)=o0 und

k— o0
I (Ox)nOyCFF™  fir hinreichend groBe n

folgt aus dem Lemma von Artin-Rees [2, Corollary 10.10] zunéchst fiir Halme und
sodann wie in 2.1 global. F=F, o F, leistet das Gewiinschte.

2.3. Bemerkungen. 1) Ist B zusitzlich reduziert, so gilt B=mn(A4). Man kann also
ny =0 wihlen.

2) Auf die Injekt1v1tat von 7 kann man nicht verzichten, wie schon einfache
Beispiele zeigen.

3) Injektivitit von 7 ist (fiir eigentliches x) gleichbedeutend mit =(X) =Y. Fir
reduziertes Y gilt dies schon, wenn die der holomorphen Abbildung x zugrundelie-
gende stetige Abbildung |n| surjektiv ist.

24.Lemma. Seien f:X—>Z und n:X—Y holomorphe Abbildungen komplexer
* Rdume, 7 eigentlich und 7 injektiv, und sei B ¢, Y ein kompakter Unterraum mit
analytischem Urbild A:=n"1(B). Dann gilt: Ist

A <ce» X
l\
ul

Bep Y ———-_- 8 ____ > Z

ein kommutatives Diagramm formaler Abbildungen lings der angegebenen Unter-
rdume, so konvergiert g in einer Umgebung von B in Y.

Beweis. Die Ideeist, das Bild des Graphen von f unter der eigentlichen Abbildung
7 x id; zu betrachten: Man erhilt so den Graphen einer holomorphen Abbildung,
die g induziert. Wir kiirzen n x id; : X x Z—Y x Z mit I ab und bezeichnen mit I',
=X X Z . X x Z den Graphen von f, entsprechend die Graphen anderer holomor-

pher Abbildungen. Sei n= 0 beliebig. In folgendem wiirfelfrmigen kommutativen
Diagramm
A"xZ o __

/4

X x
n c*———————bl‘ [

&
>

rfIA

1 (A" x Z <~————->Yx2

/

n(r ) %——->H(I‘f)

flan
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ist die Oberseite kartesisch, was gerade bedeutet, daB sich die zum linken Graphen
gehdrende Abbildung durch Einschridnkung der zum rechten gehdrenden ergibt.
Nun erhilt das Remmert-Bild zwar abgeschlossene Finbettungen, aber nicht
unbedingt analytische Durchschnitte, dennoch 148t sich zeigen, daB die Dia-
grammunterseite kartesisch ist: :

Zunichst gilt wegen n(A") o B" und der Kommutativitit von (*) II(Iy )
=TI} am; darum ist die Einschrinkung der Projektion pr, 4 7n(4") X Z —7(4")
auf (I} 4») ein Isomorphismus. Da ferner das untere Teildiagramm von

Palaamy = Tgan) T Ty
X I
= wA™ x 2z > Y x Z
lprn (AN)
v
7 (A" “——  — » Y

kartesisch und i : II(I} 4) & 7(A") X Z ¢in Monomorphismus ist, folgt sofort, daB
das obere Teildiagramm kartesisch ist. Da n=0 beliebig war, gilt aufgrund von
Korollar 2.2

(*%) (B"x Z)nII(I;)=1I,p. fiiralle nz=0.

Wir schreiben jetzt kurz I’ fiir II(I;). Bezeichnet man mit p die Einschrankung von
pry: YxZ—Y auf I, so ist fir alle n :

pl[‘n(B"XZ) :I'n(B"x Z)—~B"

ein Isomorphismus, p selbst ist also ein Isomorphismus auf einer Umgebung der
Menge I'n(B x Z). Die holomorphe Abbildung pr,op~", definiert iiber einer
Umgebung von B in Y, induziert wegen (**) die formale Abbildung g.

2.5. Lemma. Sei A coX

ein kommutatives Diagramm formaler Abbildungen ldngs der angegebenen Unter-
raume, p and f seien konvergent. Auferdem seien p sub-eigentlich, Y reduziert
und B kompakt. Dann konvergiert g in der Ndihe von B.

Beweis. Zunichst soll gezeigt werden, daB die Einschrdnkung von ¢ auf jeden
beliebigen Kurvenkeim (lings B) konvergiert. Sei y:(C,0)—(Y, B) ein solcher
Kurvenkeim. Da p sub-eigentlich ist, existiert ein kommutatives Diagramm

€,0) —Y 5 (X, A)

b

(€C,0) — Y » (v, B)
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von Morphismen zwischen komplexen Raumkeimen, wobei gq endlich ist; nach
geeigneter Koordinatenwahl istalso g(-)=z"firein n € N. Da aus der Konvergenz

einer Potenzreihe Z a,z""" die Konvergenz von Z az" folgt, konvergiert mit
=0 =0

fej=goyoqauchgoy. ~
Nach Hironaka [17, Desmgulansatlon Theorem (7.1)] gibt es eine Mannigfal-

tigkeit ¥ und eine eigentliche, surjektive holomorphe Abbildung f:Y-Y Wir
erhalten damit folgendes kommutative Diagramm formaler Abbildungen:

e s B s ¥
\\ ~
1 ~ Bizgem
m \\\
N
B e Y o » Z

Sei nun §: (C, 0)->(Y, B) der Keim einer beliebigen glatten Kurve. Ist y(((E 0))
nicht in B enthalten (im anderen Fall ist nichts zu zelgen) so ist das Bild unter der
eigentlichen Keimabbildung =:(Y,B)—(Y;B) ein Kurvenkeim. Da g auf
n(7((C, 0))) konvergiert, konvergiert § auf §((C, 0)). Nach einem Kriterium von
Hartogs ([15], vgl. auch [27]) konvergiert darum § nahe B, und aus Lemma 2.4
folgt schlieBlich die Konvergenz von g.

2.6. Bemerkung. Die voranstehenden Sitze lassen sich auf naheliegende Weise
auch fir Raumkeime formulieren. Beim Beweis von 2.5 reicht dann die lokale
Desingularisierung,

3. Die Idee des Hauptsatzes

Der folgende Abschnitt soll dazu dienen, die grundlegenden Ideen beim Beweis des
Hauptsatzes herauszuarbeiten.

Seien zwei reduzierte komplexe Raume W, und W, mit reduzierten abgeschlos-
senen Unterrdumen X, bzw. X, gegeben, und sei ¢ ein Isomorphismus formaler
Umgebungen von X ; und X ,. Fiir X, ¢, W, gelte: Durch jeden Punkt x € X, gibt
es einen (der Einfachheit halber:) reduzierten und irreduziblen kompakten
komplexen Raum 4, ¢ X,, so daB diejenigen ,,Nachbarn“ von 4,, die X,
schneiden, eine ganze Umgebung von x in W, ausfiillen. Genauer: Bezeichnen wir
mit E; im Douadyraum D(W,) die analytische Menge der Ridume, die X,
schneiden, so soll die Vereinigung der Rdume aus einer beliebig kleinen
Umgebung von A4, in E; eine Umgebung von x in W, bilden. Mit 4, wird
derjenige Punkt im Douvadyraum bezeichnet, der zum kompakten komplexen
Raum A4, gchort.)

Unter den eben aufgefithrten Voraussetzungen soll die Konvergenz von ¢
gezeigt werden. Wir brauchen die Konvergenz nur lokal nachzuweisen, etwa in
x € X4, und wihlen dazu einen kompakten komplexen Raum A4, ¢, X, wie oben
(und damit 4,:=¢@(4,) X,). Die Einschrdnkung von ¢ auf die infinitesimalen
Umgebungen von A, in W, bzw. A, in W, induziert einen Isomorphismus
zwischen den infinitesimalen Umgebungen der Punkte 4;in E;, der (letztlich) dank
des Artinschen Approximationssatzes [2] konvergiert. Nach diesem ersten
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Konvergenzschritt besteht also eine bijektive Korrespondenz zwischen gewissen
kompakten Unterrdumen von W; und W,. Es ist jedoch nur klar, welche Raume
einander zugeordnet werden, nicht, wie die biholomorphen Abbildungen dazwi-
schen aussehen. Das wird im zweiten Schritt ermittelt.

Seien also B,, B, kompakte komplexe Unterrdume von W, bzw. W,, die
einander zugeordnet sind. Zunéchst existieren fiir beliebiges n natirliche Isomor-
phismen B,nX%B,n X3, die sich aus der Einschrinkung von o|X]: XT>X5
ergeben. Sie lassen sich — wiederum eine Konsequenz aus dem Artinschen
Approximationssatz, der hier auf einen Raum von Isomorphismen angewendet
wird — zu Isomorphismen B, = B, fortsetzen. Die Eindeutigkeit dieser Fortsetzun-
gen ergibt sich daraus, daB man einen Isomorphismus B, = B, schon durch seine
Einschrinkung auf ein hinreichend hohes B;nX} kennt. So ist etwa ein
Automorphismus von P, bereits durch seine Einschrinkung auf die 2-te
infinitesimale Umgebung eines Punktes festgelegt.

Im dritten Konvergenzschritt wird gezeigt, daB sich die auf den Rédumen B,
(mit B, nahe 4,) erhaltenen Isomorphismen zu einem Isomorphismus auf einer
Umgebung von x in W, zusammensetzen.

Soweit die Grundidee. In der praktischen Durchfilhrung des Beweises
konstruiert man fiir ein groBes n zunichst einen Raum H,(n) & D(X1) x D(W)).
H,(n) ist (im wesentlichen) eine eigentliche Modifikation von E, und stimmt auf
einer dichten Teilmenge mit dem Graphen der Abbildung von E; in D(X1)
iiberein, die einem Punkt bzw. Raum B seinen analytischen Durchschnitt mit X
zuordnet. Fiir H,(n) kann man drei wichtige Eigenschaften nachweisen (vgl.
Satz 4.7); auBerdem beweist man drei Konvergenzlemmata. Nun lassen sich die
oben skizzierten Konvergenzschritte in leicht abgewandelter Form durchfithren,
und zwar nutzt man fiir jeden der drei Schritte genau eins der Konvergenzlemmata
und eine der Eigenschaften von H,(n) aus:

Man zeigt zunichst (1. Schritt) die Konvergenz der von ¢ induzierten
Abbildung lings des Urbilds von 4, in H,(n) (anstelle von ,,4, in E;*), sodann im
2. Schritt Konvergenz fiir die den Punkten entsprechenden kompakten komple-
xen Riume (genauer: fiir die universelle Familie Uy, ,) und schlieBlich (3. Schritt)
diec Konvergenz von ¢ lings x.

Die ersten beiden der drei Konvergenzlemmata basieren auf dem Artinschen
Approximationssatz [2] und konnen direkt aus Hirschowitz’ Arbeit iibernommen
werden [20, Lemmata 2.2 und 2.4]. Das dritte Konvergenzlemma [20, Lemma 3.5]
wird in Abschn. 2 dieser Arbeit auf den singuldren Fall verallgemeinert (Lem-
ma 2.5).

4. Die Konstruktion der H(n)

Zunichst sollen die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Modulrdume
bereitgestellt werden.

4.1. Der Douadyraum D(X) [6]. Sei X ein belicbiger komplexer Raum. Dann
gibt es einen komplexen Raum D(X) und einen abgeschlossenen komplexen
Unterraum Uc, D(X) x X, der platt und eigentlich iber D(X) liegt, so daB
folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist: Zu jedem komplexen Raum § und
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jedem {iber S eigentlichen und platten komplexen Raum Y ¢, § x X gibt es genau
eine holomorphe Abbildung f:S—D(X), so daB Y=(f xidy)~*(U) gilt. Insbe-
sondere entsprechen also die Punkte von D(X) genau den kompakten komplexen
Unterrdumen von X, und iiber einem solchen Punkt liegt in der universellen
Familie der ihm zugeordnete Unterraum. D(X) und U sind durch die universelle
Eigenschaft bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt. Man nennt D(X)
den Douadyraum von X und U die zugehorige universelle Familie.

Ist Ac, X ein kompakter komplexer Unterraum, so wird der ihm zugeordnete
Punkt im Douadyraum mit 4 bezeichnet.

4.2. Der Unterraum E von D(W). Sei nun X ein abgeschlossener komplexer
Unterraum eines komplexen Raumes W, Wir bezeichnen die beiden kanonischen
Projektionen der universellen Familie Uo, DIW)x W mit p:U—-W und
q:U-D(W); q ist eigentlich und platt. E:=g(p~ (X)) ist ein abgeschlossener
Unterraum von D(W) und besteht mengenmaiBig genau aus den Punkten A4, fiir die
A nicht-leeren Durchschnitt mit X hat.

4.3. Der Fahnenraum F(A, B). Sei X ein komplexer Raum mit abgeschlossenen
Unterrdumen A und B. Der Fahnenraum F(4,B) ist ein abgeschlossener
Unterraum von D(A) x D(B), versehen mit zwei (von den universellen Familien
uiber D(A) bzw. D(B) induzierten) universellen Familien U’ bzw. U in F(4, B) x X,
es gilt U’c, U. Er parametrisiert Paare (4%, B*) kompakter komplexer Unterrdu-
me A* ¢, Aund B* ¢, Bmit A* ¢, B*. Genauer gilt folgende universelle Eigenschalft:
Zu jedem komplexen Raum S und zu jedem Paar (Y’, Y) platt und eigentlich iiber
S liegender komplexer Rdume Y'o, Sx Aund Yo, Sx Bmit Y'o, Yo, S x X gibt es
eine eindeutig bestimmte holomorphe Abbildung f:S—F(4,B), so daB
Y'=(f xidy)"'(U") und Y=(f xidy) " }(U) gelten. — Zur Konstruktion siehe [20,
5.4].

4.4. Die Riume AutgX und Autg(X, X'). Ist X —S ein komplexer Raum iiber S und
g:T—S eine holomorphe Abbildung, so bezeichne X 7:=X X T den durch

Basiswechsel mit g entstandenen Raum. — Sei X—S§ ein eigentlicher, platter
komplexer Raum iiber S. Dann existieren ([26]) ein komplexer Raum AutgX iiber
§ sowie ein AutgX-Automorphismus X, x)=> X (aux) — d. h. ein Automorphis-
mus, der das Diagramm

—_—_— > X

~N 7

Aut X

X(AutSX) (AutSX)

kommutativ macht —, so daB gilt: Fiir jede holomorphe Abbildung T— S und jeden
T-Automorphismus X = X 1, gibt es genau einen S-Morphismus f: T—AutgX,
0 daB X 7y X 1) a0 Xy 4x)=> X (ausx) durch Basiswechsel mit f entsteht. Die
Punkte von AutgX sind also Paare (s, @), wobei seS und ¢: X=X, ein
Automorphismus der Faser von X {iber s ist.

Ist neben X ein weiterer komplexer Raum X’c, X gegeben, der platt und
eigentlich iiber S liegt, so definiert man analog zu AutgX Auty(X, X’) als den Raum
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derjenigen S-Automorphismen von X, die auf X’ die Identitdt induzieren.
Auty(X, X") liegt als abgeschlossener Unterraum in AutgX; vgl. [20, Proposition
5.3]

Im absoluten Fall (S ist ein reduzierter Punkt) schreibt man entsprechend
Aut(X) und Aut(X, X").

4.5. Hilfssatz. Seien X ein reduzierter kompakter komplexer Raum und A ein
abgeschlossener komplexer Unterraum, der jede irreduzible Komponente von X
schneidet. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ny, so daf fiir alle n2 ng die Identitdt idy
ein isolierter Punkt in Aut(X, A") ist. :

Beweis. Die Aut(X, A") bilden eine absteigende Kette abgeschlossener Unterriu-
me in Aut(X), als Kette von Raumkeimen um idy € Aut(X) wird sie stationdr. Da
auf reduzierten irreduziblen komplexen Ridumen ein Identitatssatz fir holomor-
phe Abbildungen gilt [21, Proposition 49.11], ist der Durchschnitt aller Aut(X, A")
die Identitit id,. Fiir hinreichend groBes n ist idy also ein isolierter Punkt in
Aut(X, 4").

4.6. Sei X ecin abgeschlossener komplexer Unterraum von W und nelN,. Im
folgenden werden wir mit U die universelle Familie in D(W) x W und mit U’ die
universelle Familie in D(X")x X" bezeichnen. Gestattet ein Raum Y eine
natiirliche Abbildung in D(W) bzw. D(X™), so bezeichnen wir mit Uy bzw. Uy die
entsprechenden auf Y zuriickgeholten universellen Familien. Zum Beispiel be-
sitzt F(X",W) zwei kanonische Projektionen pry:F(X", 0)-D(X") bzw.
pr,: F(X", W)—D(W) auf die erste bzw. zweite Komponente. Die beiden univer-
sellen Familien iiber dem Fahnenraum sind gerade U xn, w) Und Upxn, wy, und es
gllt U;:'(Xn,W) (&% UF(Xn’ W)

Der nichste Satz ist fiir den Beweis des Hauptsatzes von zentraler Bedeutung:
Die drei postulierten Eigenschaften des Raumes H(n) o D(X") X D(W) ermogli-
chen die Durchfithrung der bereits im vorigen Kapitel erlduterten drei Konver-
genzschritte.

Zur Definition von , fast iiberall injektiv* und ,,sub-eigentlich® s. 1.3 und 1.4.

4.77.Satz. Seien W ein reduzierter komplexer Raum, X ein reduzierter abgeschlosse-
ner komplexer Unterraum von W und A ein kompakter Unterraum von X*. Sei E wie
in 4.2 definiert. Im Raumkeim (E, {4}) gebe es eine dichte Teilmenge M, so dafs fiir
alle Be M gilt: B ist reduziert, und jede irreduzible Komponente von B schneidet X.
Dann existiert fiir hinreichend grofes ne N eine analytische Teilmenge H (n) des
Raumbkeims (F(X", W), pr; ({4})) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die natiirliche Projektion pry:(H(n), pry L{A4})—>D(X"™) ist fast iiberall
injektiv.

(2) Der Identitdtsschnitt in Auty,(Ugg, Unw) ist eine Vereinigung irreduzi-
bler Komponenten von Auty,(Ugeys Uk

(3) Die natiirliche Projektion pr,:(H(n), pr; '({4})—~(E, {4}) ist sub-eigent-
lich.

Beweis. Wir ersetzen E und F(X", W) durch ihre Reduktionen. Fir den Raumkeim
(E, {4)}) schreiben wir kurz E; Unterrdume von D(X ™ x E sind entsprechend als
Raumkeime lings der Faser pr; '({4}) aufzufassen.

-
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Sei E’ eine irreduzible Komponente von E. Die (natiirliche) eigentliche
holomorphe Abbildung U, n(E’ x X™)— E’ist iber einer offenen dichten Teilmen-
ge E, von E’ platt (generische Plattheit, [8, 22]) und induziert daher eine
holomorphe Abbildung ¢, : E;,—D(X") mit ¢,(B)=BnX". Sei B, ein Punkt aus
der in E’ dichten Menge Mn ( N E{,). Die analytischen Mengenkeime (nun um

n=0
By) ¢, '0(B))={BeE:BnX"=B,nX"} bilden eine absteigende Kette, die fiir
nn, stationir wird. Es sei Z:=¢, ¢, (B,); wegen B,e M gilt ZC M nahe B,
Wie eben gibt es offene dichte Teilmengen Z,CZ, so daBl U,n(Z x X")—Z platt
iiber Z, ist, und deshalb holomorphe Abbildungen ¥,:Z,—D(X") mit ¥,(B)
=BnX". Sei B ein beliebiger Punkt aus M ( () Z,,). Aus ¥,(B)=Y,B,) bzw.

nz0

BN X"=B,n X" fiir alle n folgt die Gleichung B = B,, zunéchst in einer Umgebung
von X in W und sodann, da B und B, reduziert sind und jede irreduzible
Komponente X schneidet, auch global. Also ist Z={B,}, d. h. B, ist ein isolierter
Punkt der Faser von ¢, iiber ¢,(B,). Nach einem Resultat von Cartan und
Remmert [7, 3.6] gilt dies dann auch fir Punkte aus einer dichten offenen
Teilmenge von E;. Dort st also die Jacobiabbildung der Tangentialriume injektiv,
d. h. ¢, eine Immersion. Insbesondere gilt fiir n>n,:

(1) ¢, E,—»D(X") ist fast iiberall injektiv.

Fir BynX o B, wihlen wir nun ein (beliebig groBes) n nach Hilfssatz 4.5 und
betrachten den Raumkeim von Auty, (Ug,, (E, x X ")m Ug,)langsidy, . Nach Wahl
von n ist idy,, isoliert in der Faser liber By, d. h. in

(Autg, (Ug,, (E, x X")N Ug.))g, = Aut(By, X"NBy);
deshalb gilt aus Dimensionsgriinden:
(2) . Der Identititsschnitt ist eine irreduzible Komponente von
Autg, (U, (E, x XN Uyg,).

Wir wihlen # jetzt so groB, daB fiir jede irreduzible Komponente E' von E (1) und
(2') gelten.

Der weitere Beweisgang kann nun direkt aus [20, 3.6, 3.7] iibernommen
werden. x, entspricht unserem B, und G, unserem F (X ", W). — Wir fassen diese
restlichen Beweisschritte noch zusammen:

Zunichst wird gezeigt, da F(X", W) und der Graph von ¢, in einer
Umgebung eines Punktes (BnX", B) libereinstimmen. Bezeichnet man mit I
diejenige irreduzible Komponente von F(X", W), die den Graphen von ¢, umfaBt,
so erfiillt I', das ja iiber E;, mit dem Graphen iibereinstimmt, wegen (1") und (2') die
Bedingungen (1) und (2). Nun wird mit Hironakas Flattening Theorem [18] ein
Unterraum von D(X")x E’ konstruiert, der eigentlich iber E’ liegt und I als
abgeschlossenen Unterraum enthélt. I'— E”ist also eigentlich und (da das Bild von
I' die dichte Teilmenge E; umfaBt) surjektiv, also eine eigentliche Modifikation. —
Man definiert nun (wahlweise) H(n) als die Vereinigung derjenigen irreduziblen
Komponenten I' von F(X", W), die (wie oben) den einzelnen irreduziblen
Komponenten E’ von E zugeordnet sind, oder — wie in [207] - als die Vereinigung
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derjenigen irreduziblen Komponenten I’ von F(X" W), dic die Bedmgungen 1)
und (2) erfiillen (d.h. eine Obermenge davon). Dann gelten fir H(n) die
Eigenschaften (1)3).

5. Der Beweis des Hauptsatzes
Zur Definition von E und Uy siehe 4.2 bzw. 4.6.

5.1. Hauptsatz. Seien W einreduzierter komplexer Raum und X ¢, W ein reduzierter
abgeschlossener komplexer Unterraum. Zu jedem Punkt x€ X gebe es einen
kompakten komplexen Unterraum A von W mit x €|A|C|X|, so dap gilt:

(1) Im Raumkeim (E, {A}) gibt es eine dichte Menge M, so daf$ fiir alle Be M
gilt: B ist reduziert, und jede irreduzible Komponente von B schneidet X.

(2) Hg: (Ug, {{4,X))—>(W,{x}) ist eine surjektive Keimabbildung, d. h. das
Bild jeder Umgebung von {(4,x)} in Uy ist eine Umgebung von x in W.

Dann gilt fiir X o W das formale Prinzip.

Beweis. Sei ¢ : (W, X,)--»(W,, X,) ein formaler Isomorphismus Die Konver-
genz von ¢ lings X ist nur lokal nachzuweisen. Dazu sei x € X, beliebig. Wir
withlen einen kompakten Raum A, wie in der Voraussetzung. Aufgrund des
Riickertschen Nullstellensatzes gilt A1 ¢ X* fiir ein k. Sei 4,:=¢(4,). Ferner sei
* nk so groB (und fiir die Zukunft fest) gewéhlt, dal die Aussage von Satz 4.7
erflllt ist.

Diagrammaufbau. Fir i=1,2 betrachten wir die kommutativen Diagramme

p.
X7 - Ul U —_ U — W
F(x“w) F(X“W) 1 1

L N\

D(X) 4—-—-————F(X W) -—-——-——>D(W)

Links sicht man X} mit seinem Douadyraum und der universellen Familie
Uio D(XT) x X7 sowie den zugehorigen Projektionen; rechts das Entsprechende
mit W, statt X 7. Der Fahnenraum F(X7, W), D(XY) x D(W,) gestattet zwel
kanonische Pro_lektlonen pri und prb. Die universellen Familien iiber dem
Fahnenraum entstehen durch Zuriickholen von U} bzw. U;, und alle nach unten
gerichteten Abbildungen sind eigentlich und platt.

Da im folgenden oft lokal gearbeitet werden muf, ersetzen wir D(W)) durch den
Raumkeim (D(W), {4;}) und die Riume F(X}, W), Urxr.wy> Uraxr,w, und U,
durch die Keime lings der jeweiligen analytischen Urbilder von {4}, schreiben
aber meist der Einfachheit halber weiter D(W;) usw.

Die beiden Diagramme () (fiir i=1 und 2) werden durch folgende, unten
erliuterte, holomorphe bzw. formale Abbildungen verbunden, die das entstehende
groBe Diagramm kommutatw machen: ‘

(P, ‘PU" (PU; Py

¢ ,
U xw? Upx™,w)

Poxmy Pr(x™w) “D(w) *
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Die holomorphen Abbildungen sind ¢": X1 =X7%, @pxn» : D(X7)>D(X3) und
@y : U > Uj; sie werden durch die Einschriankung von ¢ auf X1 induziert. Alle
anderen Abbildungen sind formal, und zwar ldngs der entsprechenden Unterridu-
me. Sie werden auf den infinitesimalen Umgebungen wie folgt erklirt: Fiir festes
p=n sind die Diagramme (*) mit X? statt W, durch (von ¢” induzierte)
Isomorphismen verbunden, die alles kommutativ machen; fiir verschiedene p sind
alle Abbildungen in geeigneter Weise miteinander vertriglich. Da D(XP¥*2+k)
aufgefaflt als Unterraum von D(W)), die p-te infinitesimale Umgebung von {4;} in
D(W,) umfaBt ([20, Proposition 5.7]; die Glattheitsvoraussetzung ist iiberfliissig),
hat man eine formale Abbildung

@y : (DW1), {4:}) - (D(W2), {4,})

definiert. Entsprechendes gilt fir ¢ . w,=:¢r [20, Proposition 5.8] sowie fir
O xn. iy = PUL PUrxn = Pur Und @y.

Wir wollen nun noch in (*) D(W,) durch E; und U; durch Uy, ersetzen und
miissen uns dazu iiberlegen, daB sich die formalen Isomorphismen ¢p, und @y
einschrinken lassen. Durch Anwendung von Hilfssatz 5.2a) bzw. b) auf das untere
bzw. obere Teildiagramm von

0 ,
o)Al ----1 D) .- s W, (A}
I q, b a,
MY
(Ul’{Al} XAI) ———— e - (UZ,{AZ} xA2)
j pl Pz
@ 1
(W,X)) S > (W,,X,)

und die Unterrdume X, W, p;7 {(X)o U, und E;=q(p; '(X))) D(W,) ergibt
sich, daB man ¢, zu einer formalen Abbildung @g:(E;, {4,})-=>(E,, ({42})
einschrinken kann. Eine weitere Anwendung von 5.2a) auf das obere Diagramm
mit g; (E;) anstelle von p; *(X,) liefert

vy (Ug,s {4} x Al)'z')(UEza {4,} x4,).

SchlieBlich ersetzen wir noch die Ridume D(X?), F(X?, W)) und dann E; durch ihre
Reduktionen und schrinken die universellen Familien sowie die Morphismen
entsprechend ein, behalten aber die alten Notationen bei:

XM e— Ul e— U U '
i i F(XT, W) F(XD,w,)

YA

n n
D(Xi) F(Xl ,Wl) E1

> Ug, —>W.
E; i
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Erster Konvergenzschritt. Sei I, eine irreduzible Komponente von H,=H(n)
(siche 4.7), die D(A;)x {4,} schneidet. Um einen beliebigen Punkt aus der
Schnittmenge 1Bt sich nach dem Artinschen Approximationssatz [2] die
Einschrinkung ¢ von ¢, durch eine Familie von Keimabbildungen u, approxi-
mieren. Sei I, eine irreduzible Komponente von F(X%, W,), die unendlich viele der
u () enthilt. Dieselbe Uberlegung, auf I, angewandt, zeigt, daB @ einen |
formalen Isomorphismus zwischen I und I, definiert. Die Konvergenz folgt aus
[20, Lemma 2.2], denn I} »D(X?%) ist nach Konstruktion von H, fast iiberall
injektiv. Mit H, bezeichnen wir das Bild von H, in F(X3, W,) unter dem
konvergenten Isomorphismus @g: = @pg,.

Aus der Konvergenz von ¢y : H, —H, folgt iibrigens mit Lemma 2.5 auch die
Konvergenz von ¢g: E,—E,.

Zweiter Konvergenzschritt. Wir ersetzen nun die F(X7, W;) durch die H; und U,
und Uy, durch die entsprechenden Beschrinkungen Uy, und Up,; die einge-
schrinkten Abbildungen seien ¢y, ¢y, und @y, Fiir die Konvergenz von ¢y,
betrachten wir folgenden Ausschnitt aus dem groBen kommutativen Diagramm:

Da insbesondere die Riickseite des Diagramms (i = 2) kartesisch ist, existiert genau
eine holomorphe Abbildung Uy, — Uy, die alles kommutativ macht; sie induziert
@y, Die Konvergenz von @y, — das ist der eigentliche Konvergenzschritt — folgt
nun sofort aus [20, Lemma 2.4], in das wesentlich die Eigenschaft (2) aus Satz 4.7
von H,=H,(n) eingeht.

Dritter Konvergenzschritt. Jetzt betrachten wir das kommutative Diagramm

X
/ o it
r - n <

El
Uy » Uy DAY By — (UEI,{(él,x)}) +’(W1’{X})

. P
y - o
//’, ”l’
A - P] | UEI ’

Uy Uy o (DIA {afxa)y) — (UEI,{Q}X A ——— (WX

o, L
4 Pfé

v
®H o A xah) > (£,,{a)
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Der untere Teil ist noch aus (**) bekannt, der obere entsteht dadurch, dall man sich
bei der Keimbildung aufkleinere Unterrdume beschrinkt. Der hintere Diagramm-
teil (fiir i=2 statt 1) ist der Ubersichtlichkeit halber nicht eingezeichnet, sondern
lediglich die verbindenden Abbildungen ¢ usw.

Zur Konvergenz von ¢* : (W, {x})--»(W,, {p(x)}) bleibt nach Lemma 2.5 nur
noch zu zeigen, daf3 '

I:=Hger:(Ug, Ug,"(D(41) x {41} x {x})) > (W, {x})

sub-eigentlich ist. Nach Konstruktion von H, ist die Projektion pr} sub-eigentlich
und damit auch

r:(Up, Ug,n(D(A) X {4y} x {x}) = (Ug,, {(41, )})

(s. Bemerkungl.5.2)).II, ist nach Voraussetzung als Keimabbbildung surjektiv,
also ebenfalls sub-eigentlich (Bemerkung 1.5.3)). Deshalb ist auch die Komposi-
tion II sub-eigentlich, was zu zeigen war.

Wir haben noch einen Hilfssatz nachzutragen:

5.2. Hilfssatz. Seien fiir i=1,2 p,: X,—> Y, holomorphe Abbildungen komplexer
Rdiume, A; & X; und B;c Y; abgeschlossene Unterrdume mit A;c p; *(B), X X;
und Y/ o, Y, weitere Unterrdume und A;:=X;nA;, B;:=Y/nB;. Mit A;® bezeichnen
wir die formale Umgebung von A} in X und mit B;* die formale Umgebung von B;
in Y. Sei

O 2o mmmmm >  (XpA)
g B,)
(Yl, Bl) """"" Printalinbt > (Yzy 2

ein kommutatives Diagramm mit den induzierten Keimabbildungen p,, p, und
formalen Isomorphismen f und g. Dann gilt:

a) Ist X;=p; "(Y) (i=1,2), so folgt aus g(B{*)=B5* auch f(A°)=A%".

b) Sind fiir i=1,2 p; eigentlich und p(X)=Y,, auferdem B; kompakt und A,
=p; 1(B,), so folgt aus f(A")=A%" auch g(B{®)=B5". '

Beweis. a) Wir bezeichnen mit A" die n-te infinitesimale Umgebung von 4;in X;
und mit A} die n-te infinitesimale Umgebung von 4, in X ;. Es geniigt zu zeigen, da3
fAD o A7 gilt. Wegen AT, A ist f(AT)o A%, und aus A7 o p; Y(BY) folgt

SUADS f(p1 (B =p3 (9B =p; (B3) o X

Da A7=X;nAj gilt, ist alles gezeigt.
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b) Aufgrund von Korollar 2.2 existiert zu jedem n ein m=n mit Bi'c, p,(AT").

Also gilt sowohl

9(BT) & g0 (A7) =po(f (A1) =p2(A7) & BY' = Y,n B3

als auch g(BT) < B%, somit g(BY) o B7.

Danksagung. Ich danke Herrn Prof. Grauert und Herrn Prof. Hirschowitz fiir die nette und
hilfreiche Betreuung dieser Arbeit.
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